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ПОСТОЯННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

Рассмотрено распространение электромагнитной волны в среде, обладающей топологиче-
скими характеристиками в случае, когда в направлении распространения волны приложено посто-
янной магнитное поле и получены выражения для поляризации такой среды. Для поперечных волн 
топологические эффекты сводятся к перенормировке плазменной и циклотронной частоты и пере-
нормировке постоянной Верде. В общем случае возникает двойное лучепреломление, которое 
зависит от потока Берри и приводит к связыванию всех трех компонент электрического поля.  
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ELECTROMAGNETIC WAVES IN A MEDIUM 

WITH TOPOLOGICAL PROPERTIES IN THE PRESENCE 

OF A CONSTANT MAGNETIC FIELD  

The propagation of an electromagnetic wave in a medium with topological characteristics is 
considered in the case when a constant magnetic field is applied in the direction of wave propagation. 
The expressions for the polarization of such a medium are obtained.  For transverse waves, the topo-
logical effects result in the plasma and cyclotron frequencies renormalization and renormalization of the 
Verde constant. In general case the double refraction occurs, which depends on the Berry flux and it 
leads to the coupling of all three components of the electric field. 
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Введение 

Одна из причин наблюдаемого прогресса в фотонике – это ис-
пользование новых материалов [1–4]. Некоторые из них естественного 
происхождения (например, нитрид титана [5] и оксид индия-олова 
(ITO) [6,7]), некоторые созданы искусственно (например, метамате-
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риалы с отрицательным преломлением [8–12] и гиперболические сре-
ды [13–16])1. Недавно стали привлекать внимание среды, которые ве-
дут себя как диэлектрики, способные проводить ток, причем течет ток 
только по их поверхности. Особенностью этого поверхностного тока 
является то, что его направление перпендикулярно направлению век-
тора электрического поля, притом, что нормаль к границе, вектор элек-
трического поля и вектор плотности поверхностного тока образуют 
правую тройку взаимно ортогональных векторов. Аналогичная картина 
имеет место в эффекте Холла, но в роли магнитного поля в обсуждае-
мых средах выступает другая векторная величина, обусловленная то-
пологическими свойствами волновой функции электронов, отражаю-
щих эффект спин-орбитального взаимодействия. Сами среды получили 
название топологических изоляторов (ТИ) [19–23]. Другим характер-
ным свойством топологических изоляторов является магнитоэлектри-
ческий эффект – электрическая индукция, представляемая линейной 
комбинацией векторов электрического и магнитного поля [20, 23]. И то 
же справедливо для магнитной индукции. Магнитоэлектрическая вос-
приимчивость в ТИ является скалярной величиной, что невозможно в 
обычных средах. Помимо ТИ известны другие среды, обладающие то-
пологическими характеристиками, например, полуметалл Вейля [24].  

 Решения прикладных задач фотоники опираются на результаты 
предварительных теоретических и экспериментальных исследований 
свойств новых материалов. Что касается ТИ, здесь уже получен ряд 
результатов. В работах, посвященных изучению оптических свойств 
ТИ, обычно рассматривались явления, возникающие на границе разде-
ла обычного проводника или материалов с отрицательным преломле-
нием и ТИ. Были получены дисперсионные характеристики поверхно-
стных плазмон-поляритонов [25, 26] и фазовый сдвиг Гуса – Хенгена 
[27–29]. Показано, что магнитоэлектрический эффект приводит к эф-
фекту Фарадея при преломлении электромагнитной волны на границе 
раздела двух сред [30]. Предсказано образование поперечного спино-
вого момента с перпендикулярной к границе раздела компонентой, пе-
реносимого поверхностной волной [31,32], что отсутствует в случае 
обычных сред.  

                                                            
1 Подробно со свойствами и различными приложениями можно ознакомиться 

в книгах [17, 18]. 
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В настоящей работе рассмотрено поведение электромагнитной 
волны в ТИ при условии, что приложено постоянное магнитное поле, 
величина которого столь велика, что влиянием собственного магнит-
ного поля волны можно пренебречь. Для определения линейной поля-
ризации использована модель Друде – Лоренца, обобщенная на случай 
ТИ. Присутствие постоянного магнитного поля приводит к появлению 
гиротропии среды. Топологические свойства среды влекут перенорми-
ровки плазменной и циклотронной частот и постоянной Верде. Изме-
нение направления магнитного поля приводит к появлению двойного 
лучепреломления, при котором оказываются связанными все три ком-
поненты электрического поля электромагнитной волны.   

1. Квазиклассическое описание динамики электронов  

В квазиклассическом приближении динамика электронов (т.е. за-
ряженных квазичастиц в кристалле) описывается как движение волно-
вого пакета под действием электрического и магнитного полей [33]. В 
предположении, что межзонные переходы можно не учитывать, дина-
мика электронов в топологических средах описывается следующей 
системой уравнений [34, 35]: 

)()( pΩppvr ×+=  ,      BrEpp ×+=γ+ 
c

e
e , 

где E  и B  – напряженности внешнего электрического и магнитного 
полей, r  – положение центра волнового пакета зонных электронов, p  – 

вектор квазиимпульса, сопряженного координате r , и точка над векто-
рами означает взятие производной по времени, параметр γ  отвечает за 

потери. Скорость )(pv  определена стандартно через кинетическую 

энергию электрона в разрешенной зоне )(pE : pppv ∂∂= /)()( E . При на-

личии топологических свойств среды возникает поправка к скорости, 
которая определена вектором кривизны Берри Ω . По существу, тополо-
гические свойства среды описываются этим вектором [19–22, 34, 35]. 

Если Ω  не зависит от квазиимпульса, то для описания динамики 
заряженных частиц в топологическом материале можно использовать 
уравнение обобщенной модели Друде – Лоренца [36]: 
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В поперечном поле последнее слагаемое в (1) исчезает, и все по-
правки топологической природы к поляризации среды как линейные, 
так и нелинейные определяются зависимостью эффективной массы от 
напряженности магнитного поля волны.  

Пусть полное магнитное поле B  складывается из внешнего по-
стоянного поля 0B  и магнитного поля волны, напряженность которого 

много меньше напряженности внешнего магнитного поля. В этом слу-
чае (1) становится линейным уравнением, и исследование отклика то-
пологической среды на электромагнитное поле становится простой за-
дачей. Исходя из (1), надо определить поляризацию среды и из волно-
вого уравнения с заданной поляризацией определить поведение 
электромагнитной волны, распространяющейся в среде.     

2. Поляризация среды  

Пусть вектор внешнего магнитного поля nB 00 B=  выделяет на-

правление в пространстве, которое можно отождествить с осью коор-
динат Z. Уравнение (1) принимает следующий вид: 

 ΩnEnvEv
v

)(0

2
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c

Be

c
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em

dt
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где параметр 
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* BΩ
c

e
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играет роль эффективной массы. В таком приближении задача опреде-
ления поляризации среды сводится к задаче о движении заряженных 
частиц (электронов), имеющих эффективную массу *m , в электромаг-
нитном поле волны и под действием дополнительной силы (последнее 
слагаемое в правой части (2)). 

Уравнение (2) линейное, следовательно, может быть решено 
стандартными способами. Если выполнить преобразование Фурье 

)()( ω→ vv t , )()( ω→ EE t , где 


∞

∞−

ω=ω→ dtett ti)()()( FFF , 

то уравнение (2) отобразится в линейное векторное уравнение: 
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
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
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Решение полученного линейного уравнения можно найти обыч-
ными методами линейной алгебры: 
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где )( *mim ω−γ=α  и cmω=β . Используя соотношение )()( ωω−=ω Pv iene , 

можно получить выражение для поляризации среды: 
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Здесь используются обозначения */ mmf = , комплексная частота 

,ifω= ω+ γ  формула для плазменной частоты mne ep /4 22 π=ω  ( en  – 

плотность зарядов) и cmeBc /0=ω  – циклотронная частота. Пусть бу-

дет рассмотрен высокочастотный предел поляризации ω<<γ , когда 
можно положить 0=γ  и считать среду прозрачной. Выражение для 
поляризации записывается в этом пределе следующим образом: 
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Первое слагаемое описывает эффекты преломления, второе сла-
гаемое – гиротропию, третье слагаемое отражает наведенную внешним 
магнитным полм анизотропию. При 0=Ω  эти три слагаемых остают-
ся, причем множитель f  обращается в единицу. Последние два сла-

гаемых в (3) обусловлены топологическими свойствами среды. При 
условии, что вектор электрического поля волны ортогонален nB 00 B= , 

эти слагаемые пропадают. Однако множитель f  отличается от едини-

цы, что учитывает топологические характеристики среды.  
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Можно ввести линейную восприимчивость среды )(~
1 ωχ  согласно 

выражению: 

)(
)(~4
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f
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−=ωχπ . 

Тогда (3) переписывается в следующей форме: 
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Выражение для вектора электрической индукции принимает вид: 
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Здесь  
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где bε  – вклад в диэлектрическую проницаемость связанных зарядов. 

Последнее слагаемое в (4) описывает эффекты, которые обусловлены 
внешним магнитным полем и топологическими свойствами среды. Для 
вектора гирации здесь получено выражение:  

 nng 
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

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Если учесть замену переменных fppp

222 ~ ω=ω→ω  и ,c c c fω →ω =ω

где )(1)(1 0
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−

c

e

c

e
f , то выражения для поправки к 

диэлектрической проницаемости и (5) по внешнему виду совпадают со 
стандартными формулами для диэлектрической проницаемости и век-
тора гирации в обычных средах (см. [37]). Таким образом, топологиче-
ские свойства среды, в которой распространяется ЭМ волна, проявля-
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ются как перенормировка плазменной частоты и циклотронной часто-
ты. Так как рассматривался случай сильного магнитного поля: 0 ,B B>>  

предел 00 →B  не рассматривается. При отсутствии внешнего магнит-

ного поля исходным уравнением движения является (1).  

3. Геликоны и эффект Фарадея  

Пусть электромагнитное поле распространяется вдоль вектора 
внешнего поля, так что выполняется условие (E n) 0.⋅ =  Выражение для 

электрической индукции (4), переписанное как )()()()()( ω×ω+ωωε=ω EnED igc , 

можно расписать по компонентам, если волновой вектор направлен по 
оси Z: yxcx igEED −ε= , zycy igEED +ε= . Если определить циркуляр-

ные компоненты электрического поля и индукции формулами 

yx iEEE ±=± )(  и yx iDDD ±=± )( , то циркулярные компоненты вектора 

индукции представляются формулами )()( )( ±± ε= EgD c  . В случае пло-

ских поперечных волн из волнового уравнения следует выражение: 

DEkk 2

0)( k−=×× , 

где ck /2

0 ω= . В однородной изотропной среде волновое уравнение, 

выраженное в спектральных переменных, принимает вид DE 2

0

2 kk = . 

Таким образом, имеются две поляризованные по кругу волны с оги-
бающими напряженности электрического поля )(±E , для которых закон 
дисперсии записывается в следующем виде: )]()([)( 2

0

2 ωωε=ω gkk c  . 

Учитывая полученные выше результаты, дисперсионное соотношение 
переписывается в следующей форме: 
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Следовательно, можно определить диэлектрическую проницае-
мость: 
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При условии, что ,cγ << ω<< ω  выражение (7) приближенно за-

писывается к виде )~/(~)( 2)(

cp ωωω±≈ωε ± . Следовательно, распростра-

няться может только волна циркулярной компонентой )(+E . Эта волна 
известна как геликоидальная волна (геликоны) [37]. Дисперсионное 
соотношение для геликона можно записать в следующей форме: 

2

2

2

~

~
)( k

c
k

p

c

ω
ω=ω . 

Учитывая соотношения fpp

22~ ω=ω  и ,c c fω = ω  следует заклю-

чить, что фазовая скорость и эффективная масса геликона не чувству-
ют топологического характера среды.  

Из-за того, что в присутствии магнитного поля дисперсионное 
соотношение для плоской электромагнитной волны (6) расщепляется 
на две ветви, фазовые скорости различно циркулярно поляризованных 
волн будут различаться. Различие фазовых скоростей приведет к раз-
личию фаз у разных циркулярно поляризованных волн, что выразится 
в повороте плоскости поляризации волны, прошедшей некоторое рас-
стояние в такой среде. Этот поворот плоскости поляризации известен 
как эффект Фарадея [38, 39].  

Представим плоскую линейно поляризованную волну как супер-
позицию двух циркулярно поляризованных волн. Если волна пройдет 
расстояние L  в такой среде, то каждая из циркулярно поляризованных 

компонент приобретет фазовый сдвиг ( ) ( ) ( )
0 .k L k L± ± ±φ = = ε  На выходе 

из среды разность фаз будет равна ( ) ( )
0 ( ).k L − +Δφ = ε − ε  В оптиче-

ском диапазоне, как правило, частота несущей волны много больше 
как плазменной, так и циклотронной частоты: ω<<ωω pc , . С учетом 

этого неравенства можно записать: 
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Таким образом, разность показателей преломления имеет вид:  
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Для разности фаз циркулярно поляризованных волн отсюда имеем:  

LBCL
c V

cp

03

2 ~~~
=

ω
ωω

=ϕΔ . 

Здесь введена постоянная Верде VC
~

, которая в данной модели 

может быть явно вычислена: 

 
2

0322

2

)(1
4~

−







 ⋅+

ω
π= BΩ

c

e

mc

ne
C e

V .  (8) 

Явное выражение для постоянной Верде (8) зависит от деталей 
рассмотренной здесь модели. Однако полученный результат указывает, 
что присутствие топологических характеристик материала приводит к 

перенормировке постоянной Верде: 2~
fCCC VVV =→ .  

4. Двойное лучепреломление  

Если в (4) положить Ω 0,=  то вектор электрической индукции 

можно переписать в следующем виде: 

)()()))(()(()()()( ω×ω−⋅ωε−ωε+ωωε=ω EgnnEED ioeo , 

где )(ωεo  и )(ωεe  – главные значения тензора диэлектрической прони-

цаемости, определенные выражениями: 









ω−ω

ω
−ε=ε

22

2

c

p

bo ,  
2

2

1 )(~
ω
ωωχ−ε=ε c

oe . 

Такой вид индукции указывает на анизотропию (одноосная сре-
да) и гиротропию среды, обусловленные вешним магнитным полем. 
Вектор гирации g  определен по формуле (5) при 1=f .  

Если Ω 0,≠  то вектор электрической индукции (4) можно пере-

писать в следующем виде: 
 

)()()))((~)(~()()(~)( ω×ω−⋅ωε−ωε+ωωε=ω EgnnEED ioeo  + 

 [ ] )())(()))((~)(~()(~
1

0 nEΩngnnΩΩ ⋅×ω−⋅ωε−ωε+ωχ+ i
c

eB
oe ,  (9) 
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где )(~ ωεo  и )(~ ωεe  – модифицированные главные значения тензора ди-

электрической проницаемости, определенные выражениями: 





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


ω−ω

ω
−ε=ε

222

2

f

f

c

p
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2

22

1 )(~
ω

ωωχ−ε=ε fc
oe . 

Поправки, связанные с топологическими характеристиками сре-
ды, учитываются в )(ωεo  и )(ωεe  фактором f . Но, кроме того, в (9) 

присутствует слагаемое, пропорциональное вектору кривизны Берри 
Ω . Поперечные компоненты вектора электрической индукции оказы-
ваются пропорциональными всем трем компонентам электрического 
поля. Это означает, что чисто продольное электрическое поле генери-
рует в среде поперечное поле. Выражение (9) показывает, что, меняя 
направление внешнего магнитного поля, можно управлять проявлени-
ем топологических характеристик среды.  

Заключение 

При условии, что постоянное магнитное поле, величина которого 
столь велика, что влиянием собственного магнитного поля электромаг-
нитной волны можно пренебречь, определена поляризация среды, обла-
дающей топологическими свойствами. На основе обобщенной модели 
Друде – Лоренца показано, что электрическая индукция распадается на 
две части – как бы на чисто электрическую индукцию и топологическую 
часть (9). Первая часть индукции учитывает топологические свойства 
среды через перенормировку плазменной частоты и циклотронной часто-
ты. Помимо гиротропии она описывает наведенное магнитным полем 
двойное лучепреломление. Если менять ориентацию внешнего магнитно-
го поля, то это будет равносильно изменению ориентации оптической оси 
направлению вектора гирации. При 0)( =⋅nE  двойное лучепреломление 

отсутствует. Вторая часть электрической индукции пропорциональна 
множителю )( nE ⋅ , следовательно, может отсутствовать при условии, что 

магнитное поле перпендикулярно вектору электрического поля. Коэффи-
циент пропорциональности определяется взаимной ориентацией вектора 
внешнего магнитного поля и вектора потока Берри. Это означает возмож-
ность управления вкладом топологических свойств в электромагнитный 
отклик среды.  
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