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НЕСТАЦИОНАРНЫЙ АНАЛИЗ ИЗОТЕРМИЧЕСКОГО 

ПРОЦЕССА ВЫТЯЖКИ КВАРЦЕВЫХ КАПИЛЛЯРОВ  

В УСЛОВИЯХ МАЛЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

Рассмотрен процесс вытяжки кварцевого капилляра, который описывается системой 
дифференциальных уравнений в частных производных. Исследована устойчивость данного про-
цесса, выполнен численный эксперимент, демонстрирующий состояния устойчивости или неус-
тойчивости в зависимости от величин малых гармонических колебаний, вносимых в систему, а 
также от значений кратности вытяжки. 
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UNSTEADY ANALYSIS OF THE ISOTHERMAL PROCESS  

OF DRAWING QUARTZ CAPILLARIES UNDER CONDITIONS  

OF SMALL HARMONIC INFLUENCES 

The process of drawing a quartz capillary, which is described by a system of partial differential 
equations, is considered. The stability of this process is investigated, a numerical experiment is 
performed that demonstrates the stability or instability states depending on the values of small harmonic 
vibrations introduced into the system, as well as on the values of the stretching ratio. 
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Вытяжка волокна является важным промышленным процессом. 

Однако, как и любое реальное явление, данный процесс подвержен  
флуктуациям, которые могут негативно повлиять на качество готового 
продукта.  

Ранее была исследована устойчивость изотермической вытяжки 
кварцевого капилляра, другими словами, определена чувствительность 
процесса к малым     возмущениям [1]. В свою  очередь, в  работе [2]  был 
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проведен анализ влияния конечных возмущений на вытяжку сплошно-
го кварцевого цилиндра, при этом решалась нелинейная система, опи-
сывающая данный процесс.  

Однако для вытяжки капилляра таких исследованией не было. 
Целью настоящей работы является оценка влияния граничных 

возмущающих воздействий на внешний и внутрений радиусы каппи-
ляра, а также на продольную скорость течения расплава кварца. 

Рассмотрим изотермический процесс вытяжки полого кварцевого 
волокна. Общая схема вытяжки представлена на рис. 1.  

 

 
Рис. 1. Общая схема вытяжки кварцевого капилляра 

 
Рассматриваемый процесс описывается следующей системой в 

безразмерном виде [2–5]: 
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где ( , )
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ρ, µ – плотность и вязкость кварцевого расплава соответственно, V0 – 
скорость подачи преформы, VL – скорость вытяжки волокна, L  – длина 
исследуемого участка расплава кварца, g – ускорение свободного 
падения. 

Продольная координата x направлена по ходу движения волокна, 
в размерном виде [ ]0, .x L∈  Черта над безразмерными переменными 

при записи системы (1) опущена. 

Система уравнений (1) решается с начальными и граничными  
условиями:  

2 2 1 1

0

(0, ) ( ), (0, ) ( ), (0, ) ( ),

1
( ,0) , , 1,

st st st

L

V x V x R x R x R x R x

V L
V t V t

V E L

= = =

 = = = 
   

2 1
2 20 1 10( ,0) , ( ,0) ,pref prefR R

R t R R t R
L L

= = = =
 

где 1 2,pref prefR R  –  внутренний и внешний радиусы заготовки, Е –

скоростной коэффициент, постоянный в случае, когда скорости подачи 
преформы и скорость вытяжки капилляра  есть постоянные величины,  
и равный отношению скорости вытяжки волокна VL к скорости  
подачи заготовки V0 (так называемая кратность вытяжки), 

2 1( ), ( ), ( )st st stV x R x R x  – радиусы волокна и скорость вытяжки в началь-

ный момент времени.  
В работе  [1] на основе данной одномерной модели было иссле-

довано влияние радиусов заготовки на устойчивость, а также показано, 
что при увеличении числа Рейнольдса процесс становится более ус-
тойчив. В рамках указанной модели для различных значений числа 
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Рейнольдса и радиусов заготовки были рассчитаны критические значе-
ния скоростного коэффициента кр.E  При значениях, превышающих 

кр ,E  система теряет устойчивость. Тем самым была получена область 

параметров, при которой возможно непрерывное  формирование во-
локна. 

Однако проведенный в работе [1]  линейный анализ устойчивости 
не отображает полной картины поведения процесса в случае конечных 
возмущений. 

Для оценки влияния возмущений, действующих на границе, ре-
шалась прямая нелинейная задача (1). При этом параметры процесса 
брались как  из полученных в  работе [1] областей устойчивости, так  
и из областей неустойчивости, а также вносились возмущения в ско-
рость  подачи волокна,  в скорость вытяжки и радиусы заготовки. 

Расчеты проводились в системе мультифизического моделирова-
ния Comsol Multiphysics для заготовки с радиусами: 1 0,01,prefR =  

2 0,025,prefR =  при следующих значениях критериев вытяжки: 
5Re 15, 2 10 ,−= ⋅  53, 4 10 ,Fr −= ⋅  0, 22,We =  0, 1446,62.La Ma= =  Для 

данных параметров кр 87.Е ≈  

На первом этапе выбиралось 20,Е =  что соответствует устойчи-

вому состоянию. 
Геометрические характеристики волокна как решение прямой 

дифференциальной задачи в фиксированной точке точке x = 1 пред-
ставляют собой функции времени и изображены на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Функции радиусов волокна в х = 1 для  t ∈ [0,100] 
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Стоит отметить, что со временем рассматриваемый процесс ста-
билизируется, а формы профилей радиуса струи и скорости расплава 
приближаются к формам, соответствующим своим стационарным со-
стояниям. Профили в стационарном режиме представлены на рис. 3. 

Далее попеременно в каждое граничное условие процесса вноси-
лись возмущения по синусу с амплитудой А = 0,05 и частотой ω = 25 [6]. 

Стоит отметить, что для производства наиболее важно знать, как 
возмущения повлияют на качество готового волокна. Поэтому в даль-
нейшем в работе наблюдение велось за радиусами R2(t,1), R1(t,1). 

 

  

                         а                                     б 
 

Рис. 3. Функции волокна в стационарном режиме: а – функции радиусов волокна;  
б – функция скорости волокна 

 

1. Возмущение внешнего радиуса заготовки:  
R2(t,0) = R20(1 + Аsin(2πωt)) (рис. 4). 

 

 
                                а                                                            б 
 

Рис. 4. Функции радиусов волокна при возмущающих воздействиях на внешний  
радиус заготовки:  а  –  R1(t,1)  при  возмущающих воздействиях на  R2(t,0); б – R2(t,1), 

R2(t,0) при возмущающих воздействиях на R2(t,0) 
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2. Возмущение внутреннего радиуса заготовки:  
R1(t,0) = R10(1 + Аsin(2πωt)) (рис. 5). 

 

 
а                                                             б 

 

Рис. 5. Функции радиусов волокна при возмущающих воздействиях на внутренний 
радиус заготовки: а – R1(t,1), R1(t,0) при возмущающих воздействиях на R1(t,0); 

б – R2(t,1) при возмущающих воздействиях на R1(t,0) 
 

3. Возмущение скорости подачи:  

( )1
( ,0) 1 sin(2 )V t A t

E
= + πω  (рис. 6). 

 

  
                               а                                                             б 
 

Рис. 6. Функции радиусов волокна при возмущающих воздействиях на скорость  
подачи заготовки: а – R1(t,1) при возмущающих воздействиях на V(t,0);     б – R2(t,1) при 

возмущающих воздействиях на V(t,0) 

 
4. Возмущение скорости вытяжки:  

( ), 1 sin(2 )
L

V t A t
L

  = + πω 
 

 (рис. 7). 
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                                а                                                              б 
  

Рис. 7. Функции радиусов волокна при возмущающих воздействиях на скорость  
вытяжки  готового  волокна:  а  –  R1(t,1)  при  возмущающих  воздействиях  на        V(t,1); 

б – R2(t,1) при возмущающих воздействиях на V(t,1) 
 

Итак, процесс, несмотря на внесенные разнообразные возмуще-
ния, со временем устанавливается, а формы профилей радиуса струи и 
скорости расплава приближаются к формам, соответствующим своим 
стационарным состояниям (рис. 4–7), при этом незначительные коле-
бания сохраняются. Чтобы оценить их величину, были рассчитаны сле-
дующие относительные параметры:  

 1 1
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где 1 2( , ), ( , )R t x R t x  – решение исходной задачи, * *
1 2( , ), ( , )R t x R t x  – ре-

шение, полученное после внесения возмущений.  
На рис. 8, 9 представлены полученные расчетные значения  отно-

сительных величин 1( ,1)R t∆  и 2 ( ,1)R t∆    в зависимости от времени 

[ ]0,100t∈  для различных возмущающих воздействий. 

Форма решений, представленных на рис. 8 и 9, позволяет судить 
о затухании со временем амплитуды внесенных колебаний и неоказа-
нии ими существенного негативного влияния на характеристики вытя-
гиваемого волокна, в частности на геометрию струи.  

Проанализировав полученные результаты, отметим,  что при воз-
мущении внутреннего радиуса заготовки на 5 % (величина A = 0,05) 
относительные радиусы 2 ( , ),R t x∆  1( , )R t x∆  в точке x = 1 претерпевает 
изменения в среднем на величину, меньшую 1 %. При возмущении 
внешнего радиуса преформы внешний и внутренний радиусы изменя-
ются в среднем на  2 %.  
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Рис. 8. Значения 1( ,1)R t∆  при различных возмущающих воздействиях: a – значения 

1( ,1)R t∆  при возмущающих воздействиях  на внутренний радиус преформы  

1( ,0)R t∆ ; б – значения 1( ,1)R t∆  при возмущающих воздействиях на внешний радиус 
преформы 2 ( ,0)R t∆ ; в – значения 1( ,1)R t∆  при возмущающих воздействиях на  
скорость  вытяжки  готового волокна  V(t,L);    г – значения 1( ,1)R t∆  при возмущающих  

воздействиях на скорость преформы V(t,0) 
 

При возмущении скорости вытяжки готового волокна на 5 % от-
носительные радиусы 2 ( ,1)R t∆  и 1( ,1)R t∆  изменяются  в среднем мень-

ше, чем на 1 %. При отклонении скорости подачи преформы на 5 % от-
носительные величины 2 ( ,1)R t∆  и 1( ,1)R t∆  изменяются  также незна-
чительно. Отметим, что среднее значение находилось для [50;100].t∈  

Полученные выше результаты служат подтверждением 
стабильности процесса вытяжки при выбранных параметрах.  

Далее было рассмотрено поведение системы, когда кратность вы-
тяжки больше, чем критическая, Е = 90 – модельное неустойчивое со-
стояние. 
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                                   в                                                      г 
Рис. 9. Значения 2 ( ,1)R t∆  при различных возмущающих воздействиях: а – значения 

2 ( ,1)R t∆  при возмущающих воздействиях  на внутренний радиус преформы 1( ,0)R t ;  

б – значения 2 ( ,1)R t∆  при возмущающих воздействиях на внешний радиус преформы 

2 ( ,0)R t ; в – значения 2 ( ,1)R t∆  при возмущающих воздействиях  на скорость вытяжки 

готового  волокна  V(t,L);  г  –  значения   2 ( ,1)R t∆   при   возмущающих      воздействиях 

на скорость преформы V(t,0) 
  

Сначало было найдено решение соответствующей стационарной 
системы (рис. 10). 

 

 
                                а                                                         б 
 

Рис. 10. Функции радиусов волокна стационарной системы: а – функции радиусов 
волокна стационарной системы;  б – функция  скорости волокна стационарной системы 
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Стоит отметить, что при данных условиях система (1) не решает-
ся числено при t → ∞. Поэтому было рассмотрено состояние процесса  
при [0,10].t∈  Как видно из рис. 11,  в данном случае возникают неза-
тухающие колебания с возрастающей амплитудой, что свидетельствует 
о неустойчивости процесса. 

 

 
 

Рис. 11. Радиусы волокна при t = 10 
 

В работе рассмотрена одномерная модель вытяжки кварцевых 
капилляров, решена задача устойчивости вытяжки, выполнен числен-
ный эксперимент, демонстрирующий состояния устойчивости или не-
устойчивости в зависимости от величин малых гармонических колеба-
ний, вносимых в систему, а также от кратности вытяжки. Полученные 
результаты подтверждают результаты более раннего исследования [1]. 
Также показано, что процесс наиболее чувствителен к возмущениям 
радиуса заготовки. 
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