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В УСЛОВИЯХ МАЛЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЗДЕЙСТВИЙ 

В работе рассмотрена одномерная модель вытяжки кварцевых оптических волокон, ре-
шена задача устойчивости параметров вытяжки, выполнены два численных эксперимента, де-
монстрирующих состояния устойчивости или неустойчивости в зависимости от величин малых 
гармонических колебаний, вносимых в систему, а также от значений пар (Re, Е) – «число Рей-
нольдса – кратность вытяжки». 
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NUMERICAL EXPERIMENT TO CALCULATE THE STABILITY  

OF OPTICAL FIBERS DRAWING UNDER CONDITIONS  

OF SMALL HARMONIC EFFECTS 

In this paper, a one-dimensional model of extracting silica optical fibers was considered, the 
problem of drawing parameters stability was solved, two numerical experiments were performed, dem-
onstrating states of stability or instability depending on the values of small harmonic oscillations intro-
duced into the system, as well as on the values of pairs (Re, E) - “Reynolds number - the draw ratio”. 
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Введение 
Вытяжка волокна является одним из важных этапов производства 

кварцевых оптических волокон. Однако, как и любое реальное явле-
ние, данный процесс подвержен флуктуациям, последствия действий 
которых могут негативно отразиться на качестве готового продукта. 
Действительно, поток жидкой струи, впрыскиваемой через сопло,  
известен как неустойчивый из-за капиллярных сил, действующих на
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границе, стремящихся минимизировать поверхность цилиндрической 
струи, превратив ее в капли. Нестабильность процесса начинается 
с распространения малых осесимметричных возмущений радиуса 
струи, которые с ростом амплитуд приводят к получению расчетных 
значений радиуса, соответствующего неустойчивому состоянию и вы-
зывающему на практике распад струи. Несмотря на то, что струя в ос-
новном контролируется поверхностным натяжением, иные факторы 
также могут играть важную роль. Такими факторами, к примеру, явля-
ются: соотношение скоростей на входе/выходе, силы инерции, плот-
ность окружающей жидкости (аэродинамические силы), действующие 
на поверхность струи, а также явление резонанса процесса вытяжки [1].  

Отправной точкой, предшествующей началу исследований по 
данной тематике, было несоответствие между промышленными зна-
ниями о процессе вытягивания волокон и предсказанием моделей ус-
тойчивости, содержащихся в литературе. Первый линейный анализ не-
устойчивости невязкой струи был сделан Вебером в 1931 г. на основе 
уравнений Эйлера движения, записанных в цилиндрических координа-
тах. Аналогичное решение было предложено Дебаем и Даеном [2]. 
В качестве окончательного результата в обеих работах выведено дис-
персионное уравнение для извилистых волн, представляющее скорость 
роста этих возмущений как функцию от волнового числа и остальных 
параметров, а именно поверхностного натяжения и плотности струй-
ных и окружающих жидкостей. Однако важно отметить, что здесь не-
устойчивость исследовалась в предположении, что поперечное сечение 
струи имеет постоянный радиус.  

Позже в работах Ентова и Ярина [3] получено нелинейное беско-
нечное решение для поперечной струйной неустойчивости (называе-
мой в работе «изгибной устойчивостью»). Их анализ основан на квази-
одномерных уравнениях – аппроксимации вязких уравнений движе-
ния [4]. Для исследования изгибной неустойчивости позже в [5] 
решались трехмерные уравнения Навье–Стокса, соответствующие гра-
ничные условия были преобразованы в криволинейные координаты, 
связанные с движущимся трехгранником оси струи. На основе этих 
уравнений в [6] проведен анализ линейной неустойчивости вязкой ка-
пиллярной струи, протекающей в невязкую несмешивающуюся жид-
кость. В работе [7] исследована устойчивость стационарных режимов 
вытяжки в условиях неизотермичности, учтены все виды теплообмена 
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с окружающей средой. В [8] определена степень чувствительности 
процесса вытяжки к внешним возмущениям в изотермическом неста-
ционарном режиме, в одномерной постановке.  

Целью настоящей работы является оценивание зависимости зна-
чений радиуса волокна от величин вносимых колебаний радиуса и ско-
рости на границах для нестационарного изотермического режима вы-
тяжки кварцевых оптических волокон в одномерной осесимметричной 
постановке. 

1. Формулировка задачи 

Рассмотрим изотермический процесс вытяжки кварцевого волок-
на. В безразмерном виде исследуемая система уравнений неразрывно-
сти и движения имеет следующий вид [9]: 

   
2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) 0,

2
( , ) ( , ) 3 ( , )

( , ) ( , ) ( , ) .
Re

R t x R t x R t x V t x
V t x

t x x
V t x V t x V t x

R t x V t x R t x
t x x x

∂ ∂ ∂ + + ⋅ = ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂    + = ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂   

 (1) 

Система уравнений (1) решается с начальными и граничными ус-
ловиями: 
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 (0, ) ( ),stR x R x=  

где Re – число Рейнольдса, 0Re
V Lρ=
µ

; ρ, µ – плотность и вязкость 

кварцевого расплава соответственно; 0V  – скорость подачи преформы; 

L – длина исследуемого участка расплава кварца; prefR  – радиус заго-

товки; Е – скоростной коэффициент, постоянный в случае, когда ско-
рости подачи преформы и намотки есть постоянные величины, и рав-
ный отношению скорости наматывания волокна LV  к скорости подачи 

заготовки 0V  (так называемая кратность вытяжки); ( ), ( )st stR x V x  – ра-
диус волокна и скорость вытяжки в начальный момент времени, со-
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стояния системы; ( , ), ( , )R t x V t x  – функции радиуса волокна и скоро-

сти вытяжки. Продольная координата x направлена по ходу движения 
волокна, в размерном виде [0; ]x L∈ ; t – время, [0; ]t ∈ τ .  

На основе рассматриваемой одномерной изотермической модели 
было исследовано влияние нелинейности (конвективных членов, вели-
чину которых характеризует число Рейнольдса) на устойчивость про-
цесса вытяжки [8], а также получены условия устойчивости в виде 
диапазона значений для скоростного коэффициента E. В рамках дан-
ной модели для различных показателей числа Рейнольдса были рас-
считаны критические значения скоростного коэффициента Екр. Оценка 
устойчивости проводилась по классической схеме проверки устойчи-
вости по первому приближению (устойчивость по А.М. Ляпунову). Ис-
следование исходной нелинейной системы свелось к рассмотрению 
линеаризованной системы (системы уравнений первого приближения). 
В частности, были рассчитаны все собственные значения якобиана 
дифференциального оператора, а также проведена оценка знаков их 
действительных частей. Таким образом, было показано, что при значе-
ниях, превышающих Екр, система теряет устойчивость. Тем самым бы-
ла получена область параметров, при которой возможно непрерывное 
устойчивое формирование волокна (таблица). Величины, представлен-
ные в таблице, соответствуют полученным значениям действительных 
частей собственных чисел дифференциального оператора при прове-
дении линеаризации по малому параметру. Цветом выделены те значе-
ния, при которых устойчивость теряется. 

  

Зависимость (1)
iω  от Re и E  

Отношение скоростей E 
Re 

15 20 21,5 25 55 350 

102 –0,27455 –0,20141 –0,18616 –0,15702 –0,06165 –0,00008 

10 –0,15517 –0,09345 –0,08114 –0,05894 0,00294  

1 –0,06508 –0,01980 –0,01144 0,00289   

10–1 –0,05125 –0,00876 –0,00106 0,01198   

10–2 –0,04980 –0,00761 0,00003    

10–3 –0,04965 –0,00749 0,00014    

10–4 –0,04964 –0,00748 0,00015    

10–5 –0,04964 –0,00748 0,00016    
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Для получения более развернутых результатов и полного анализа 
состояний системы для полученных значений пар (Re; E) – «число 
Рейнольдса – кратность вытяжки» – решалась прямая нелинейная зада-
ча (1). Значения пар параметров выбирались как из полученных облас-
тей устойчивости, так и из областей неустойчивости процесса вытяж-
ки. При этом в систему (1) искусственно вносились малые возмуще-
ния, действующие на границах для скорости подачикварцевой 
заготовки ( ,0),V t  а также для функций скорости вытяжки ( ,1)V t  и ра-
диуса заготовки ( ,0)R t  [10]. Оценивалось влияние данных колебаний 
на характеристики готового волокна, в частности на его радиус. 

2. Реализация расчетов устойчивости  
и обсуждение результатов моделирования 

Для проведения численных экспериментов с моделью использо-
вана система мультифизического моделирования Comsol Multiphysics, 
базирующаяся на реализации метода конечных элементов для расчета 
распределенных систем. 

2.1. Расчет модели с параметрами (Re, E) = (0,1; 20) – модельное 
устойчивое состояние 

Решение системы (1) проводилось со следующими начальными 
и граничными условиями:  

 
1 1

( ,0) ,
20

V t
E

= =   ( ,1) 1,V t =   
-4

pref 10
( ,0) = ,

0,3

R
R t

L
=  

 
1 1

(0, ) ,
20

V x
E

= =   4
pref(0, ) 10 .R x R −= =  

На первом этапе исследования получено решение задачи в ста-
ционарном режиме, результаты моделирования представлены на рис. 1. 

 
 
 
 
 

 
                                      а                                                  б 

Рис. 1. Функции радиуса (а) и скорости (б) в стационарном режиме вытяжки 
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Далее попеременно в каждое граничное условие модели (1) были 
внесены гармонические возмущения для значений радиуса преформы 
и скоростей вытяжки на входе/выходе: 

 
( ,0) ( ,0) (1 sin(2 )), ( , ) ( , ) (1 sin(2 )),

( ,0) ( ,0) (1 sin(2 ).

R t R t А t V t L V t L А t

V t V t А t

= ⋅ + πω = ⋅ + πω
= ⋅ + πω

 

Частота ω вносимых колебаний принималась равной 25, ампли-
туда А = 0,05. Вид данных возмущений приведен на рис. 2. 

Отметим, что оценивались не абсо-
лютные результаты расчета, а относитель-
ные параметры модели, зависящие одно-
временно от решений задачи в исходной 
постановке и от решений задачи с учетом 
влияния вносимых флуктуаций. Здесь под 
относительными параметрами понимались 
расчетные величины следующего вида: 

( , ) ( , )
( , ) ;

( , )

( , ) ( , )
( , ) .

( , )

R t x R t x
R t x

R t x

V t x V t x
V t x

V t x

∗

∗

−∆ =

−∆ =
 

Здесь ( , ),R t x  ( , )V t x  – решение исходной задачи, ( , ),V t x∗  

( , )R t x∗  – решение, полученное после внесения возмущающих воздей-

ствий. На рис. 3 представлены полученные расчетные значения одной 
из относительных величин – ( ,1)R t∆  в зависимости от времени для 

различных возмущающих воздействий. 
Проанализировав полученные результаты, отметим, что при воз-

мущении радиуса заготовки на 5 % (величина A = 0,05) относительный 
радиус ( , )R t x∆  в точке x = 1 претерпевает изменения в среднем на ве-
личину 1 %. При возмущении скорости вытяжки готового волокна на 
5 % относительный радиус ( ,1)R t∆  изменяется в среднем на 3 %. При 

отклонении скорости подачи преформы на 5 % относительная величи-
на ( ,1)R t∆  изменяется в среднем на 2 %. Таким образом, процесс наи-

более чувствителен к флуктуации скорости вытяжки. Форма решений, 
представленных на рис. 3, позволяет судить о затухании во времени 
внесенных колебаний и неоказании ими существенного негативного 

 
 
 
 
 

Рис. 2. Вид гармонического 

воздействия (1 sin(2 ))А t+ πω  
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влияния на характеристики вытягиваемого волокна, в частности на 
геометрию струи. Итак, процесс, несмотря на внесенные разнообраз-
ные возмущения, со временем устанавливается, а формы профилей  
радиуса струи и скорости расплава приближаются к формам, соответ-
ствующим своим стационарным состояниям. Тем самым получено 
подтверждение стабильности процесса вытяжки в случае выбора пара-
метров (подразд. 2.1). 

 

 
 

Рис. 3. Значения ( ,1)R t∆  при возмущающих воздействиях: на радиус преформы 

( ,0)R t  (а);  скорость вытяжки готового волокна ( , )V t L  (б); скорость преформы 

( ,0)V t  (в) 

 
Далее рассмотрено поведение системы, когда кратность вытяжки 

больше, чем критическая, смоделировано ее поведение на паре значе-
ний (Re, E) для случая неустойчивого состояния. 

         
                               а                                                            б 

 

 
   в 

 t 

t 

t 

 ∆R(t,1) 

  ∆R(t,1) ∆R(t,1) 

t 
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2.2. Расчет модели с параметрами (Re, E) = (0,1; 25) – модельное 
неустойчивое состояние 

Решение системы (1) проводилось со следующими начальными 
и граничными условиями:  

 
1 1

( ,0) ,
20

V t
E

= =   ( ,1) 1,V t =   
–4

pref 10
( ,0) = ,

0,3

R
R t

L
=   

 
1 1

(0, ) ,
20

V x
E

= =   4
pref(0, ) 10 .R x R −= =  

Заметим, что на паре (Re, E) = (0,1; 25) решение системы (1) 
не сходится к стационарному, поэтому рассмотрены ее решения в не-
который произвольный выбранный момент времени (рис. 4). 

 

    
                               а                                                           б 

Рис. 4. Функции радиуса (а) и скорости (б) в момент времени t  = 1000 

 
Аналогично предыдущему внесем возмущающие воздействия для 

радиуса заготовки, скорости вытяжки и скорости подачи преформы. 
На рис. 5 представлены полученные расчетные значения одной из 

относительных величин ( ,1)R t∆  в зависимости от времени для различ-

ных возмущающих воздействий. Отметим, что при возмущении радиу-
са заготовки на 5 % относительный радиус ( , )R t x∆  в точке x = 1 пре-
терпевает изменения в среднем на величину 30 %. При воздействии на 
скорости вытяжки на 5 % величина ( ,1)R t∆  изменяется в среднем на 
величину 60 %. При возмущении скорости подачи на 5 % отклонения 

( ,1)R t∆  в среднем составили 27 %. Более того, отмечен существенный 

рост значений величин ( , )R t x∆  и ( , )V t x∆  c увеличением расчетного 

времени t. Внесенные малые гармонические колебания в данном слу-

t t 

  ∆R(t,х)   ∆V(t,х) 
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чае оказали качественное влияние на характеристики вытягиваемого 
волокна даже при t = 1000 (рис. 6). 

 

     
                        а                                                          б 

 

 
в 

Рис. 5. Значения ( ,1)R t∆  при возмущающих воздействиях: на радиус преформы 

( ,0)R t  (а);  скорость вытяжки готового волокна ( , )V t L  (б); скорость преформы  

( ,0)V t  (в) 
 

 

    
 

                    а                                                               б 
 

Рис. 6. Скорость расплава (а) и радиус расплава (б): синий цвет – в отсутствие воз-
мущений,  фиолетовый  цвет – с малыми       возмущениями  скорости подачи преформы, 

зеленый цвет – с малыми возмущениями скорости готового волокна 

  ∆R(t,1)                                                             ∆R(t,1) 

∆R(t,1) 

t 

t t 

t 
t 

∆V(t,x)                                                                       ∆R(t,x)  
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Здесь показаны профили скорости и радиуса струи – решений за-
дачи без вносимых воздействий и с воздействиями. Наиболее чувстви-
тельны решения задачи оказались при воздействии на скорости подачи 
и вытягивания (полученные при этом решения прорисованы фиолето-
вым и зеленым цветом). Такие результаты, безусловно, свидетельст-
вуют о неустойчивости изучаемого процесса в рамках данной модели 
при выборе параметров (подразд. 2.2).  

3. Краткие выводы 

В работе рассмотрена одномерная модель вытяжки кварцевых 
оптических волокон, решена задача устойчивости параметров вытяж-
ки, выполнены два численных эксперимента, демонстрирующих со-
стояния устойчивости или неустойчивости в зависимости от величин 
малых гармонических колебаний, вносимых в систему, а также от зна-
чений пар (Re, Е) – «число Рейнольдса – кратность вытяжки». Полу-
ченные численные результаты подтверждают результаты более ранне-
го теоретического исследования [8]. Также показано, что процесс наи-
более чувствителен к возмущениям скорости вытяжки, чем к 
возмущениям геометрических параметров струи. 
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